Stefan K. 9.Ubungsblatt Klassische Gruppen

Aufgabe 33

Voraussetzung: A, B € O(2m), AB = BA, A habe keine reellen Eigenwerte
Behauptung: B € SO(2m)

Beweis:
O(2m) ={AeGL(2m)|A'A=E,,}
SO(2m) ={Ac€O(2m)|detA =1}

A hat keine reellen Eigenwerte = A € SO(2m)\{% Eon}
AB = BA = 3C € O(2m) mit
CrAC =[A,...,A,), C'BC =[B,...,By)
mit A;, B; € O(2)
= A;B; = B;A;, A; € SO2)\{x Ean}

= B; € SO(2)

= B € SO(2m)m
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Aufgabe 34

i) Z(U(n)) ={zE, z€C, |z| =1}

Uln) ={A € GL(n,C), AA=FE}

773“:
Ae{zE, z€C, |z|=1}, BeU(n)
= AB=z:EB=1:B, z€C, |z] =1,
BA=DBzE=:2B, z€C, |z] =1,
= AB = BA
= Ae Z({U(n))
”C((

Ae Z(U(n))
= AeT(U(n)) (wegen Z(U(n)) C T(U(n)))
T(U(n)) ={[o1,.. ., ) : a; € S'}

= Jay,...,, ECmit A =[ag,...,q,]
Damit A € {zE, z € C, |z| = 1} zeige ich a; = a;; V4,7 :
Sei i # j:
= AB = BA (wegen A € Z(U(n))
:>Oéi:CYj VZ,j
=A=zF, 2€C, |z|=1mn
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ii) Z(SU(n)) ={zE, z€C, z" =1}

SU(n) ={A € U(n), detA =1}

,,D“:
Ae{zE, z€C, 2"=1}, Be SU(n)
= AB=z2EB=2zB, z€C, 2" =1,
BA=BzE=:zB, z€C, 2" =1,
= AB = BA
= Ae Z(SU(n))
”CLL

Ae Z(SU(n))
= AeT(SU(n)) (wegen Z(SU(n)) C T(SU(n)))
T(SUn))=T{U(n)NSU(n) = {|ay,...,a,] : a; € S} NSU(n)

= dag,...,0, € Cmit A =[oy,...,q)
Damit A € {zE, z € C, 2" = 1} zeige ich wieder oy = a; V1,7 :
Sei i # j:
BI:E—Eﬁ—Ejj—i‘EZ’j—EﬁESU(H)
= AB = BA (wegen A € Z(SU(n))
:>O[i:Oéj\V/Z.,j
=A=2z2E 2€C, "=1(wg.detA=1) m
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iii) Z(SO(2m + 1)) = {E}

SO2m+1) ={AcO@2m+1), detA =1}
={AeGL2m+1,R) : A'A=F, detA =1}

I
Ae{E} < A=FE, BeSO2m+1)
— AB = EB = B,
BA = BE = B,
= AB = BA
= A€ Z(SO2m+1))
, C ¢

Ae Z(SO(2m+1))
= AeT(SO2m+1)) (wegen Z(SO(2m+ 1)) C T(SO(2m+1)))
T(SO(2m+1)) ={R(t1),...,R(tm),1] : t; e R}

mit R(t;) = <

cost; -sint; >
sint; cost;
= 3ty ..., tym € Rmit A= [R(t1),..., R(tm), 1]
Zum Beweis A = E zeige ich die Gleichheit der Diagonalelemente:
Sei B := [Es, ..., Ey, 1] € SO(2m + 1)
= AB = BA (wegen A € Z(SO(2m + 1))
= R(t;) = R(t;) Vi, ]

1
C:= 1 € SO(2m +1)
E
= AC =CA (wegen A € Z(SO(2m + 1))
= sint; =0 = cost; = *1,
= A:=[£F,,...,1+E, 1 € SO2m+1)

Aus der Vertauschbarkeit mit B wie oben folgt dann die Gleichheit aller
Diagonalelemente: = A = FE. g
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Aufgabe 35

gegeben: V sei ein C-Vektorraum, dimV =m

h eine nicht ausgeartete symmetrische Form auf V,

U(V,h) die zugehorige unitidre Gruppe.

Fiir a € V mit h(a,a) # 0 und o € C mit |a| = 1:

h(a,z)a
O'a’a(x) =T — (O( + ].)W
zZu a)
Ouala) =a—(a+1)5eus
=a—(a+1)a
=a—oaa—a

= —Qa

z € (Ca)t = hia,z) =0 =

Toa(®) =2 —(a+1)55%

=T
Oui(®) == (=1+1)500
—7—0- h(a,x)a
h(a,a)
=x
= O0q,—1 = id

firzxeV
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0a,q 15t bijektiv, linear wegen Definition und der Linearitdt der symmetrischen
Form h.

b(0a0),700(0) = Al = (0 + DIy~ (o 150
= h(z,y) + h(—(a + 1)’1}5(“;’“’(3; ,—(a+ 1)255;2? )

h(a,z)a h(a,y)a
h(a,a)’ h(a,a)

h(h(a, ), h(a,y))

= h(z,y) — (a+ 1)h(
h(a,a)
= h(z,y)

= h(x,y) — (a+1)

= 00 € U(V, D)
zu Aufgabe 35 a)

G = SL(2,R)
H* :=HURU {oco}
Betrachtet wird die Operation:

G x 'H — 'H ist klar aus Aufgabe 6, ist transitiv.
G x R — R mittels gleicher Transformation ist auch transitiv.

Weiterhin setze G x {oo} — {0}, G x {0} — {oo}.

Damit ist die Operation von G auf H zu einer Operation von G auf H**
erweitert.
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